
Naturalna funkcja wykªadnicza i liczba e

Pochodna funkcji wykªadniczej

Obliczmy zgodnie z de�nicj¡ pochodn¡ funkcji y = ax:

dy

dx
= lim

h→0

ax+h − ax

h
= ax · lim

h→0

ah − 1
h

= ax · f(a).

f(a) nie zale»y od x, jest wi¦c staª¡ okre±lon¡ jedynie przez podstaw¦ funkcji
wykªadniczej a. Przy a > 1 funkcja wykªadnicza jest rosn¡ca, nachylenie wzra-
sta wraz z warto±ci¡ a. Mo»emy zde�niowa¢ liczb¦ a = e, dla której speªniony
jest warunek

lim
h→0

eh − 1
h

= 1.

W arkuszu eksponenta.xls mo»na oblicza¢ przybli»on¡ warto±¢ tej granicy dla
ró»nych warto±ci a. �atwo si¦ przekona¢ (wstawiaj¡c ró»ne warto±ci a i obser-
wuj¡c wynik), »e przybli»ona warto±¢ liczby e jest równa

e = 2, 7183 . . .

Dla naturalnej funkcji wykªadniczej mamy szczególnie prosty wzór na pochodn¡:

(ex)′ = ex.

Funkcj¦ t¦ oznacza si¦ tak»e w matematyce expx.

Ró»ne wyra»enia na e

Twierdzenie 1 Liczba e jest granic¡ ci¡gu

e = lim
n→∞

(
1 +

1
n

)n

.

Twierdzenie 2 Je±li przez f(x) oznaczymy sum¦ nast¦puj¡cego szeregu:

f(x)x = 1 + x +
x2

2!
+

x3

3!
+ . . . +

xn

n!
+ . . . ,

to f(x) = ex.

Dowód twierdzenia 1

Z de�nicji e mamy

lim
h→0

eh − 1
h

= 1.

Wprowadzaj¡c now¡ zmienn¡ z okre±lon¡ równaniem

1
z

= eh − 1

1



mo»emy napisa¢

eh − 1
h

=
1

z ln
(
1 +

1
z

) =
1

ln
(
1 +

1
z

)z .

Skorzystali±my tu z de�nicji logarytmu przy podstawie e (zwanego logarytmem
naturalnym). Mianownik ostatniego uªamka d¡»y przy h → 0 (co oznacza z →
∞) do 1. Mamy wi¦c

lim
z→∞

ln
(
1 +

1
z

)z

= 1 = ln e.

Opuszczaj¡c logarytmy po obu stronach dostajemy »¡dany wynik.
Dowód twierdzenia 2

Szereg z tezy twierdzenia jest zbie»ny i mo»na go ró»niczkowa¢ wyraz po
wyrazie, tak jak wielomian. Obliczmy pochodn¡ funkcji f(x):

f ′(x) = 0 + 1 +
2x

2!
+

3x2

3!
+ . . . +

nxn−1

n!
+ . . . =

= 1 + x +
x2

2!
+ . . . +

xn−1

(n− 1)!
+ . . . = f(x).

Zatem pochodna funkcji f(x) jest równa samej funkcji - tak jak w przypadku
funkcji ex. Ponadto f(0) = 1 = e0. Istnieje tylko jedna funkcja f(x) speªniaj¡ca
oba te warunki.
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