
Numeryczne caªkowanie równa« ruchu

Równania ró»niczkowe mo»emy rozwi¡zywa¢ numerycznie krok po kroku: obli-

czenia sprowadzaj¡ si¦ do prostej arytmetyki. Poniewa» nale»y je zwykle wyko-

nywa¢ wiele razy, co nie jest porywaj¡c¡ czynno±ci¡, wi¦c najlepiej nadaj¡ si¦

do takich celów komputery.

Zasada caªkowania numerycznego jest prosta: pochodn¡ funkcji f ′(t) dla
krótkich czasów ∆t zast¦pujemy ilorazem ró»nicowym (ilorazem przyrostów):

f(t + ∆t)− f(t)
∆t

≈ f ′(t).

Przeksztaªcaj¡c to równanie mo»emy obliczy¢ warto±¢ funkcji w chwili pó¹niej-
szej f(t + ∆t):

f(t + ∆t) ≈ f(t) + f ′(t)∆t (*)

Znaj¡c wi¦c warto±¢ funkcji oraz jej pochodn¡ w chwili t mo»emy znale¹¢ warto±¢
funkcji w chwili t + ∆t. Je±li czas ∆t jest niewielki, procedura ta powinna by¢
sensowna. Oczywi±cie nie zawsze wiadomo, jak krótki czas ∆t nale»y wybra¢ w
danym przypadku.

W caªkowaniu numerycznym wybieramy jaki± ustalony krok czasowy ∆t i
obliczamy warto±ci szukanej funkcji w kolejnych chwilach odlegªych o ∆t. Oczy-
wi±cie, aby zacz¡¢ obliczenia, musimy zada¢ pewne warto±ci pocz¡tkowe w chwili
t = 0.

Przypadek ruchu ciaªa w polu nieruchomego centrum siªy ci¦»ko±ci jest nieco
bardziej skomplikowany, poniewa» w ka»dym kroku musimy znajdowa¢ dwa wek-
tory: wektor poªo»enia [x, y] oraz wektor pr¦dko±ci [vx, vy].

Równania ruchu w postaci wektorowej maj¡ posta¢:
d ~v(t)
dt

= ~a(t) = −GM
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d ~r(t)
dt

= ~v(t)

Gdy ciaªo znajduje si¦ w punkcie (x, y) pªaszczyzny (centrum siªy znajduje si¦
w pocz¡tku ukªadu wspóªrz¦dnych), skªadowe równa« ruchu przyjmuj¡ posta¢:

dvx(t)
dt

= ax(t) = −GMx(t)
r(t)3

dvy(t)
dt

= ay(t) = −GMy(t)
r(t)3

dx(t)
dt

= vx(t)

dy(t)
dt

= vy(t)

r(t) =
√

x(t)2 + y(t)2

(1)
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Aby rozwi¡za¢ numerycznie ten ukªad równa«, nale»y zada¢ warunki pocz¡t-
kowe w chwili t = 0 i do ka»dego z równa« w pochodnych zastosowa¢ wzór (*).
Znaj¡c poªo»enia i pr¦dko±ci w danej chwili obliczamy poªo»enia i pr¦dko±ci w
chwili pó¹niejszej o ∆t.

Okazuje si¦, »e w praktyce, aby uzyska¢ stabilne rozwi¡zania nale»y oblicza¢
poªo»enia i przyspieszenia w chwilach 0, ∆t, 2∆t . . ., natomiast pr¦dko±ci w
chwilach przesuni¦tych o 1/2∆t. Otrzymujemy wi¦c ukªad równa« sªu»¡cy do
numerycznych oblicze« w postaci:

x(t + ∆t) = x(t) + vx(t + ∆t/2)∆t

y(t + ∆t) = y(t) + vy(t + ∆t/2)∆t

vx(t + ∆t/2) = vx(t−∆t/2) + ax(t)∆t

vy(t + ∆t/2) = vy(t−∆t/2) + ay(t)∆t

ax(t) = −GMx(t)
r(t)3

ax(t) = −GMx(t)
r(t)3

r(t) =
√

x(t)2 + y(t)2

(2)

Jako warunki pocz¡tkowe zadajemy wektory poªo»enia i pr¦dko±ci w chwili
pocz¡tkowej: x(0), y(0), vx(0) oraz vy(0). Chc¡c skorzysta¢ z ukªadu równa«
(2) musimy jeszcze wyznaczy¢ pr¦dko±¢ w chwili ∆t/2:

vx(∆t/2) = vx(0) + ax(0)∆t/2

vy(∆t/2) = vy(0) + ay(0)∆t/2

Te ostatnie równania oraz równania (2) umieszczone s¡ w arkuszu kalkula-
cyjnym satelita.xls.
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